La Ricerca Operativa


La Ricerca Operativa si occupa della formulazione di problemi decisionali e dello studio e messa a punto di metodologie per la soluzione di tali problemi; si tratta di scegliere quali decisioni prendere per controllare in modo efficiente un sistema reale, studiando il problema nel suo complesso e utilizzando strumenti matematici che ne sfruttano le proprietà. Un processo decisionale può essere decomposto nelle seguenti fasi:

1) individuazione del problema,

2) analisi della realtà e raccolta dei dati,

3) costruzione di un modello matematico che descriva gli aspetti essenziali del problema,

4) sviluppo di metodologie matematiche efficienti (algoritmi risolutivi) per determinare una soluzione,

5) analisi dei risultati ottenuti e confronto con la realtà.

Non sono necessariamente fasi sequenziali, nel senso che spesso può capitare che una di queste fasi richieda modifiche dei risultati ottenuti in fasi precedenti. I punti 3) e 4) sono quelli più interessanti dal punto di vista matematico.


Nel processo decisionale tre sono i termini ricorrenti: problema, modello, algoritmo. Sono termini che a volte vengono scambiati tra di loro e usati in modo improprio, ma è importante non confonderli.


Un problema è una circostanza nella quale un decisore deve scegliere come agire di fronte a varie possibilità. Esempi di problemi:

· come effettuare al minimo costo una spedizione di merce?

· dove localizzare un nuovo impianto di smaltimento rifiuti?

Un problema può essere espresso con quesiti del tipo: come meglio organizzarsi? Come condurre, al meglio, una certa operazione? Come si comporta un certo sistema in determinate circostanze? Un problema sorge sia quando si tratta di decidere o costruire una politica da seguire, sia quando si cerca (solamente) di capire il comportamento di un sistema o di più sistemi alternativi. Per esemplificare, può trattarsi di individuare come va effettuata al minimo costo (e con la massima soddisfazione della clientela) una spedizione di merce in una fissata rete di comunicazioni (problema a livello tattico o operativo), ma anche di stabilire dove è il caso di localizzare un nuovo impianto e se è il caso di servirsi di magazzini intermedi (problemi che, in genere, hanno valenza strategica). Può trattarsi solo (ma spesso è proprio la prima cosa da fare!) di approfondire lo studio del funzionamento di un settore di un’azienda, (ad es., un reparto produttivo) reale o ipotetico, per avere un’idea poi di come potrebbero andare le cose se si adottassero certe scelte o si imponessero altre condizioni.  

Se si vuole “formalizzare” un problema, delineando la sua natura, individuando le variabili in gioco, gli obiettivi da raggiungere e i vincoli da rispettare, si va verso la costruzione di un modello. Il modello è una descrizione logico-matematica della porzione di realtà interessante ai fini del processo decisionale. Esso è una rappresentazione del problema, ma non coincide con il problema stesso; il modello generalmente semplifica il problema. Ovviamente tale semplificazione deve essere tale da non perdere le caratteristiche fondamentali del problema. 

Tipicamente, nel campo della Ricerca Operativa, si costruisce un modello matematico, che, nella sua veste più completa, con uno o più obiettivi specificati, acquista l’aspetto di un modello di programmazione. In altri casi, limitandosi alla comprensione di un sistema, si hanno dei modelli che potremmo definire di simulazione. Ogni modello è una fotografia della realtà, ma non coincide con la realtà stessa: in genere la semplifica. La semplificazione deve essere un compromesso ragionevole tra l’aderenza al caso concreto (più si vuole essere vicini alla realtà, meno si può semplificare) e l’uso di strumenti governabili (per evitare grossi ostacoli di natura matematica, occorre sfrondare il modello da variabili di secondaria importanza, riducendo la complessità del modello stesso).

Il modello va ‘risolto’: se è un modello di programmazione, si deve trovare una soluzione o una politica ottima (oppure un insieme di soluzioni alternative, possibilmente in numero contenuto, tra cui scegliere), mentre per un modello di simulazione si deve ottenere un insieme di valori per le variabili che descrivono il comportamento del sistema. La costruzione di una soluzione è opera di un algoritmo, cioè di una procedura che, utilizzando i dati in input e le relazioni espresse nel modello, costruisce un output, sia esso una decisione o una raffigurazione del sistema. Nella fase di costruzione del modello è utile (e può diventare anche il vero scopo di una ricerca) analizzare e rendere riproducibili le procedure decisionali già usate in azienda: questo si può fare tutte le volte che si cerca di migliorare una performance, ma si lavora nell’ambito di un problema ben noto e quindi già affrontato e in qualche modo risolto, seppure approssimativamente. La pura e semplice ricostruzione di una tecnica risolutiva, con lo scopo di giungere agli stessi risultati aziendali, è molto interessante per due motivi: fa prendere coscienza dei vincoli specifici della azienda, e quindi mette in condizioni di costruire un modello più aderente alla realtà, e consente generalmente di ridurre i tempi aziendali di costruzione delle soluzioni (che sovente sono ottenute con procedimenti manuali) meccanizzando la procedura. Ad esempio, la ricostruzione della tecnica di formazione dei turni uomo in un’azienda di trasporto, così come la conduce l’operatore, permette in genere di ridurre i tempi di compilazione degli orari del personale, da qualche settimana a meno di un’ora: questo dà anche la possibilità concreta di effettuare in tempi accettabili delle simulazioni che permettono di capire le conseguenze che si potrebbero avere se cambiano alcune delle regole di formazione dei turni stessi (spesso, queste sono oggetto di contrattazione sindacale e non è facile capire per l’azienda il peso reale delle innovazioni, proprio perché rifare i turni richiede troppo tempo). Naturalmente occorre una stretta collaborazione tra lo studioso di Ricerca Operativa e la persona che, all’atto della costruzione della soluzione dell’azienda, si renda disponibile per spiegare i motivi e la logica del suo procedere.

Talvolta alcuni termini ‘sfumano’ uno nell’altro: in effetti, a volte non c’è un confine preciso tra problema e modello perché formulando il problema si precisano già tipologie di relazioni, mentre a sua volta si formula un modello in un certo modo già pensando alla tecnica in grado di fornire una soluzione, per cui un certo modello è già, in qualche misura, anche un algoritmo. Si coglie meglio la differenza tra i vari concetti, almeno come saranno intesi in questa esposizione, quando uno stesso problema conduce a modelli diversi e a sua volta uno stesso modello può essere affrontato (risolto) con differenti algoritmi.

Programmazione lineare

La programmazione lineare (PL) è l’argomento centrale, più studiato e più utilizzato dell’ottimizzazione. La PL si applica a molti problemi reali che hanno una struttura lineare, ma è anche spesso un indispensabile strumento di supporto tecnico e concettuale per modelli più complessi di tipo discreto (ottimizzazione combinatoria e programmazione lineare intera). 

Il padre della programmazione lineare viene comunemente considerato Gorge Dantzig che per primo ideò nel 1947 un algoritmo risolutivo, l’algoritmo del simplesso, anche se i primi concetti di PL sono molto più datati. Nel 1827 Fourier ha studiato come trovare soluzioni ammissibili di un sistema di disequazioni lineari e ha fornito un metodo risolutivo che ha delle analogie con il metodo del simplesso. Nel diciannovesimo secolo molti matematici hanno studiato le proprietà dei poliedri (Farkas, Gordan, Minkowski,…).

Solo dopo i risultati di Dantzig però l’uso della PL è diventato di dominio universale e ha segnato l’inizio di una serie straordinaria di sviluppi matematici e di risultati algoritmici che hanno dato corpo ad una nuova disciplina: la Ricerca Operativa (RO). Questo sviluppo è stato possibile grazie all’avvento dei calcolatori, nati più o meno negli stessi anni della RO. Due momenti particolarmente significativi successivi sono stati i seguenti: nel 1979 Khaciyan dimostrò che la PL è polinomiale e nel 1984 Karmakar inventò un algoritmo polinomiale (metodo dell’ellissoide) di natura completamente diversa dall’algoritmo del simplesso e con caratteristiche di efficienza tali da essergli competitivo. Attualmente, grazie alla più elevata potenza dei calcolatori e ad un forte miglioramento degli algoritmi, è possibile risolvere problemi con decine di migliaia di vincoli e centinaia di migliaia di variabili. 
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Modelli normativi e modelli descrittivi

I modelli della Ricerca Operativa sono distinguibili in due categorie: modelli normativi e modelli descrittivi. Nei primi si individua una soluzione che può essere, a seconda delle circostanze, la migliore in assoluto o la migliore che si riesce a costruire in tempi accettabili; nei modelli descrittivi si cerca invece di avere una riproduzione con formule del sistema che si studia per capirne meglio il comportamento, ma senza pretendere di individuare nell’ambito del modello stesso soluzioni che migliorino la prestazione.  

Alla luce di queste definizioni, per esemplificare, la ricostruzione della tecnica di formazione dei turni di cui si è detto sopra conduce ad un modello descrittivo, mentre quando si cerca - con un altro modello - di ridurre al minimo il personale necessario per la copertura delle corse, si entra in una logica di tipo normativo.

Beninteso, ‘normativo’ è un aggettivo di comodo da usare con cautela: esso non implica che la soluzione individuata sia quella da usare a tutti i costi, poiché si tratta pur sempre di una soluzione nata da un modello che semplifica la realtà. Tale soluzione va sottoposta agli esperti e ai decisori dell’azienda interessata e devono essere questi a esprimerne il grado di rispetto dei vincoli.  Occorre ricordare infatti che spesso i vincoli sono individuati in interviste con l’azienda un po’ alla volta, perché molti di essi non sono percepiti esplicitamente, all’interno della azienda stessa, come tali.

In sintesi, un modello normativo presenta due elementi caratteristici:

· una (o almeno una) funzione obiettivo, da rendere massima o minima (si osservi che è molto frequente, se non la regola, il caso in cui un’azienda persegue contemporaneamente più obiettivi, anche contrastanti tra di loro, per cui la presenza di una sola funzione obiettivo è spesso, ancora una volta, un elemento di  semplificazione);

· un insieme di vincoli, cioè condizioni che devono essere rispettate da qualsiasi soluzione si voglia mettere in atto.

Un modello di questo tipo è un modello di programmazione matematica.

Modelli di programmazione matematica

Un modello di programmazione matematica è un modello in cui si tratta di ricercare un elemento (non necessariamente tutti) x =
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Brevemente si scrive
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Parleremo indifferentemente di modelli di massimo o di minimo, data l’ovvia relazione
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Supponiamo che l’insieme 
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 sia completamente descritto da equazioni e disequazioni. Siano 
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Consideriamo problemi del tipo
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In forma compatta:
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In altri termini si cercano i valori da assegnare alle variabili che soddisfino i vincoli e in corrispondenza dei quali la funzione f assuma valore massimo.

Un problema di questo tipo si dice modello di programmazione matematica,  f è la sua funzione obiettivo; 
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, sono definite variabili decisionali. Tra i vincoli figurano spesso condizioni di non negatività per le variabili decisionali (o per le componenti di un vettore soluzione). Queste condizioni di solito sono trattate a parte. 

I modelli di programmazione matematica sono classificati in genere sulla base delle particolari forme che assumono funzione obiettivo e vincoli. Queste particolarità, da un lato sono di natura matematica, ma al tempo stesso caratterizzano le interrelazioni tra le variabili decisionali.

Se le funzioni f, gj, hi sono funzioni lineari, il modello si dice modello di programmazione lineare. È il caso più studiato e sotto certi aspetti più semplice: sia funzione obiettivo che vincoli sono lineari, cioè contengono solo polinomi omogenei di grado 1 nelle variabili decisionali. Le variabili sono poi di tipo continuo e quindi il loro campo di variazione è dato da intervalli chiusi (eventualmente semirette se non addirittura rette).  

Come affermato in precedenza, va ribadito che la linearità presenta vari risvolti, alcuni di natura matematica, altri di natura logica. Dal punto di vista della natura logica dei vincoli e dell’obiettivo, la linearità va accuratamente vagliata in sede di costruzione di un modello, perché implica ipotesi molto forti sul fenomeno che si sta studiando. La linearità porta ad escludere economie e diseconomie di scala (*per esempio > sconto per acquisto di grosse quantita’ di beni), così come impedisce effetti di sinergia e/o di dispersione. Ogni variabile è moltiplicata per un coefficiente di proporzionalità, costante al variare della grandezza della variabile stessa. Non vi è possibilità quindi di tenere conto di fattori di scala (ad esempio, sconti su quantità). D’altra parte, il risultato in termini di guadagno, costo o consumo di risorsa per due o più attività congiunte è sempre la somma dei singoli effetti (di guadagno, costo o consumo, rispettivamente) di ciascuna attività. La copresenza di più attività, che spesso nella realtà produce effetti più che additivi o meno che additivi su costi o guadagni, è qui del tutto neutrale. È quindi evidente come la linearità sia adeguata solo in certi casi o solo con una qualche approssimazione: in genere è valida quando i valori delle variabili di decisione sono piuttosto elevati.  

Se la funzione obiettivo e/o i vincoli non sono lineari - come pure quando le variabili decisionali non sono continue, ma possono assumere solo valori discreti - si entra nel campo della programmazione non lineare. Il caso che qui interesserà maggiormente è quello in cui le variabili decisionali possono avere solo valori interi o addirittura solo uno dei due valori: 0 oppure 1 (variabili binarie o booleane). Si tratta di una situazione assai frequente: si producono unità di prodotti (e allora il modello più adeguato è la programmazione intera); si decide se fare, cioè 1, o non fare, cioè 0, una certa cosa e allora si tratta di usare la programmazione booleana. Ma è anche vero che quando si ragiona per quantità piuttosto elevate, le diseconomie e le economie di scala tendono a scomparire e d’altra parte adottando un’opportuna unità di misura (ad es., il migliaio di pezzi), considerare continua una variabile più propriamente discreta arreca poco disturbo.   

Esempi di problemi e modelli di programmazione lineare

1. Come primo esempio di problema di programmazione lineare consideriamo la definizione di un piano (ottimale) di produzione di guadagno massimo. Un’azienda produce n tipi di articoli P1, P2, ..., Pn, in quantità da decidere. Un’unità prodotta del generico articolo Pj comporta un guadagno cj. Nella produzione sono impiegate delle risorse, R1, R2, ..., Rm, in numero appunto di m, disponibili in quantità limitata. Si dirà bi l’ammontare (positivo) disponibile della risorsa Ri. Sono noti inoltre dei coefficienti aij, il generico dei quali indica l’ammontare di risorsa i-esima necessaria per produrre un’unità del prodotto j-esimo. Occorre decidere le quantità x1, x2, ..., xn dei vari prodotti che conviene produrre. Si tratta ovviamente di quantità non negative che devono rispettare i vincoli dovuti alla scarsità di risorse. Nei casi concreti le risorse potrebbero essere materie prime, ma anche ore-uomo disponibili nei vari reparti che il prodotto deve attraversare. 


Da un punto di vista matematico, il guadagno da massimizzare può essere scritto come

c1 x1 + c2 x2 + … + cn xn,

mentre il generico vincolo, relativo alla i-esima risorsa, può essere scritto come:

ai1 x1 + ai2 x2 + ... + ain xn ( bi.

Se i coefficienti della matrice dei vincoli sono tutti positivi o nulli, e in particolare ogni prodotto consuma una quantità positiva di almeno una delle risorse, il problema ha soluzione ottima finita, nel senso che è garantita l’esistenza di una politica di produzione che produce il massimo guadagno. In casi particolari possono esistere più politiche che forniscono tutte l’ottimo (ed in tal caso si dimostra che sono in numero infinito). Se (almeno) un coefficiente della matrice risulta negativo, il problema potrebbe non avere soluzione finita, nel senso che, pur essendovi politiche di produzione che rispettano i vincoli, non è detto ve ne sia una migliore di tutte le altre. Impropriamente, si può dire, in tale circostanza, che il guadagno ottimo è ‘infinito’. Si osservi che la presenza di coefficienti negativi implica che la fabbricazione di un determinato prodotto, anziché consumare una delle risorse, a sua volta ne produce, cosa che, in processi produttivi particolari, effettivamente può accadere. Il problema descritto è di tipo speculativo, nel senso che si tratta di decidere il volume di attività che comporta un guadagno massimo.  

2. Si consideri il problema di ottenere dei prodotti petroliferi (quali possono essere benzina per autotrazione, gasolio, benzina avio, bitume, ecc.), in quantitativi minimi prefissati, al costo più basso possibile, usufruendo di materie prime alternative P1, P2, ..., Pn di differente composizione (petroli di diversa provenienza). Per ogni tipo di petrolio sono noti il costo unitario, cj, e dei coefficienti aij, il generico dei quali indica quanto prodotto i-esimo è ottenibile da un’unità del petrolio j-esimo. Il problema (che, evidentemente, non è speculativo) è quello di individuare i quantitativi da acquistare dei vari petroli, rispettivamente x1, x2, …, xn, che rendano minimo il costo, dato da:

c1 x1 + c2 x2 + … + cn xn,
e che permettano di ricavare i prodotti (almeno) nelle quantità richieste. Per il generico prodotto i-esimo va rispettato il vincolo:





ai1 x1 + ai2 x2 + ... + ain xn ( bi,

dove con bi si è indicata appunto la quantità minima di prodotto i-esimo che si vuole ottenere, e pertanto si cade nella formulazione di un problema in forma canonica di minimo.

3. Un terzo esempio, di rilievo per le applicazioni, va sotto il nome di problema di trasporto. Sono date m origini, P1, P2, ..., Pm, luoghi nei quali è prodotto uno stesso tipo di articolo nei quantitativi, rispettivamente, a1, a2, ..., am, e sono date n destinazioni o luoghi di consumo (mercati), M1, M2, ..., Mn. Il generico luogo di consumo j-esimo richiede la quantità di articolo bj. Ogni luogo di produzione è collegato a ciascun luogo di consumo e viceversa. Ogni tratto che congiunge un’origine ad una destinazione rappresenta un percorso. Il generico di questi, da Pi a Mj, comporta un costo unitario di trasporto che indicheremo con cij. Si tratta di decidere le quantità, la generica delle quali sarà indicata con xij, che conviene spedire dalle varie origini alle varie destinazioni al minimo costo, nel rispetto di due tipi di vincoli:

· da ogni origine non può uscire più di quanto è prodotto;

· in ogni destinazione deve arrivare almeno quanto richiesto.

La funzione obiettivo, da minimizzare, assume un aspetto diverso da quello dei due esempi precedenti perché risulta conveniente attribuire alle variabili di decisione (ed ai loro coefficienti di costo) due indici, uno relativo all’origine e l’altro alla destinazione.  Essa risulta:

c11 x11 + c12 x12 + … + c1n x1n + c21 x21 + c22 x22 + … + c2n x2n +…

…+ cm1 xm1 + cm2 xm2 + … + cmn xmn.

I vincoli relativi alle origini sono del tipo:

xi1 + xi2 + … + xin  ( ai,   ( i,

mentre quelli relativi alle destinazioni sono:

xi1j + xi2j + … + xmj  ( bj      ( j.

In forma compatta si scrive anche:
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Il modello contiene n ( m variabili decisionali, mentre i vincoli sono in numero di m + n. 

Si osservi che condizione necessaria affinché esista un piano di trasporto ammissibile è che la quantità totale di merce prodotta sia non minore della quantità di merce complessivamente richiesta: 
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Si può dimostrare che tale condizione è anche sufficiente. 

4. Un ulteriore esempio di modello di programmazione lineare è costituito dal classico problema della dieta. Si suppone di dover individuare una dieta ammissibile di costo minimo, cioè i quantitativi di alcuni alimenti disponibili, di cui sono noti i prezzi e il contenuto in fattori nutritivi, da acquistare, ad esempio giornalmente, per costituire una dieta. Formalmente, siano F1, F2, …, Fn n alimenti che si possono acquistare sul mercato, il generico dei quali Fj ha un costo unitario cj. Si definisce dieta un vettore x=(x1, x2, …, xn) a componenti reali non negative tali che xj rappresenta la quantità di alimento Fj che viene consumata in un periodo (per es. un giorno). Sono dati anche m fattori nutritivi Q1, Q2, …., Qm: il quantitativo minimo necessario del fattore nutritivo Qi per una corretta alimentazione è bi.    È nota anche una matrice di coefficienti, il generico dei quali aij esprime il quantitativo di fattore nutritivo Qi presente in un’unità di alimento Fj. Affinché la dieta x=(x1, x2, …, xn) sia ammissibile è necessario e sufficiente che 
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Si tratta di determinare, nell’insieme delle diete ammissibili (se è non vuoto), una dieta ottima, cioè una dieta per cui il costo 
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sia minimo.

Riassumendo il modello si formula come segue:
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Come modello presenta parecchi punti deboli. Innanzi tutto non tiene conto evidentemente del mix di alimenti che si potrebbero venire a creare e che potrebbero essere improponibili nei casi concreti: da questo punto di vista si potrebbe considerare più adatto a situazioni come quelle di un allevamento di bestiame. Inoltre il modello ha carattere statico: proporre una dieta costante nel tempo è ancora poco accettabile. Per ovviare a questi inconvenienti, diversi autori hanno proposto in letteratura altri modelli che prevedono, piuttosto che l’individuazione di quantitativi di alimenti, la costruzione di veri e propri menù. Altro elemento poco realistico in casi concreti è dato dall’assumere l’additività nei quantitativi di elementi nutritivi e la loro indipendenza: è noto infatti che gli effetti congiunti dell’assunzione simultanea di più alimenti può ingenerare effetti sinergici o viceversa di blocco, per cui la presenza di certi quantitativi di un fattore nutritivo esalta o al contrario inibisce l’utilizzo da parte dell’organismo di altri fattori. Sotto questo riguardo è la linearità del modello che potrebbe essere messa in discussione, come può succedere anche per gli altri esempi sopra citati. In effetti, nel problema del piano produttivo di guadagno massimo, non si tiene conto del fatto che spesso non vi è linearità nei prezzi praticati (è molto facile che si presenti il fenomeno degli sconti sulle quantità, e, d’altra parte, non è nemmeno detto che vi sia completa additività nel consumo delle risorse). Nel caso poi del problema dei trasporti, a critiche di natura simile alle precedenti si può aggiungere quella che il supporre il costo di trasporto proporzionale alle quantità movimentate va contro il fatto ben noto che il costo dello spostamento del mezzo che effettua il trasporto spesso è quasi indipendente dal carico: si può tuttavia considerare il modello adatto a situazioni in cui le variabili di decisione assumono valori elevati, nel senso che si tratta di effettuare spedizioni tra origini e destinazioni che coinvolgono un rilevante numero di autoveicoli, in modo tale che, almeno con una certa approssimazione, la proporzionalità tra merce trasportata e costo sia ristabilita.   

Formulazione di un problema PL

Come si è già detto, un modello di programmazione lineare (brevemente PL) è un modello di massimizzazione o minimizzazione di una funzione lineare soggetta a vincoli di uguaglianza o disuguaglianza in cui compaiono solo funzioni lineari.

I modelli PL possono assumere differenti forme presentando le seguenti varianti:

· la funzione obiettivo può essere da massimizzare o da minimizzare;

· alcuni vincoli possono essere sotto forma di eguaglianza, mentre altri possono presentarsi come diseguaglianza;

· le variabili sono generalmente vincolate alla non negatività, ma non mancano casi di variabili senza requisiti di segno e quindi potenzialmente sia positive sia negative o nulle: si parla allora di variabili libere. A volte, soprattutto per esigenze di tipo formale, si introducono variabili non positive.

Due sono le formulazioni più utilizzate:forma standard e forma  canonica.

Forma standard:


[image: image23.wmf]0

  

,...,

0

  

,

0

,

...

.........

..........

,

...

,

...

)

...

min(

2

1

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

2

2

1

1

³

³

³

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

n

m

n

mn

m

m

n

n

n

n

n

n

x

x

x

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

c

x

c

x

c


Forma canonica di minimo:
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Forma canonica di massimo:
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In seguito,senza perdita di generalità, quando parleremo di forma canonica ci riferiremo sempre alla forma canonica di minimo.

Si vuole far vedere ora che forma standard e forma canonica siano equivalenti e che un qualunque altro modello e riconducibile ad uno dei precedenti.

· “(”  (  “(” (e viceversa)

Basta cambiare segno:
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Bisogna introdurre una variabile non negativa (variabile slack):
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Bisogna introdurre una variabile non negativa (variabile surplus):
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· “Variabile non vincolata in segno”  (  “variabili non negative”
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· “Problema di massimo”  (  “Problema di minimo”
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Nella forma standard, se necessario con un ovvio cambiamento di segno, si può supporre anche che sia bi ( 0, per ogni i = 1, 2, .., m. Questo risulterà utile, in particolare, per impostare la risoluzione del problema con il metodo del simplesso, come vedremo successivamente. Si osservi come nelle forme canoniche i vincoli appaiano ‘contrastanti’ rispetto alla funzione obiettivo: questa proprietà sarà ripresa in considerazione quando sarà sviluppata la teoria della dualità. 

Alcune definizioni fondamentali

· Ogni vettore x che soddisfa il sistema dei vincoli si dice soluzione del problema di PL; se il vettore x soddisfa anche i vincoli di non negatività allora è detto soluzione ammissibile, mentre ogni vettore ammissibile che rende massima o minima, a seconda dei casi, la funzione obiettivo è detto soluzione ottima. 

L’insieme delle soluzioni ammissibili è detto Regione Ammissibile. La regione ammissibile può essere vuota ed in tal caso il PL si dice inammissibile: allora, ovviamente, non esiste a maggior ragione la soluzione ottima. Si può anche dare il caso di problemi in cui la regione ammissibile non è vuota ma non esiste una soluzione migliore di tutte le altre. In questi casi, la regione ammissibile è necessariamente illimitata. Tuttavia occorre prestare attenzione al fatto che non vale il viceversa: in presenza di una regione ammissibile illimitata si può avere ottimo finito in un unico punto della regione ammissibile o anche si possono avere infinite soluzioni ottime, tutte con lo stesso valore ottimo (sempre finito!) z* della funzione obiettivo. 
Riassumendo:

Se  RA=(  allora  non esistono soluzioni ottime.

Se  RA(( e limitata allora per il teorema di Weierstrass esiste sempre almeno una soluzione ottima (una funzione lineare è continua).

Se  RA=( e illimitata allora

    se f  è limitata sup/inf  esiste max/min 

    se f è illimitata sup/inf non esiste max/min

Def.:  
Si consideri l’insieme 
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, cioè se tutte le combinazioni lineari convesse di punti di C sono punti di C. Gli insiemi convessi sono caratterizzati dal fatto che il segmento che congiunge due qualsiasi elementi dell’insieme appartiene interamente all’insieme stesso.  

               Insieme convesso:




Insieme non convesso:
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Def.:
In un insieme convesso C, assegnati m punti x1, x2, …, xm, un punto x definito come 
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, i=1, 2, …, m, costituisce una combinazione lineare convessa degli m punti xi di C.

Teorema:
L’intersezione R di insiemi convessi è un insieme convesso.

Dim.:  Siano C1, C2, …, Cm, m insiemi convessi e sia 
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. Dimostriamo che R è convesso, cioè che 
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Se x e y sono elementi di R, allora sono anche elementi di ogni Ci, i=1, 2, …, m. Poiché i Ci, i=1, 2, …, m, sono convessi, allora 
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 e per ogni i=1, 2, …, m, e quindi 
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Teorema:
Un iperpiano è un insieme convesso.

Dim.:  Consideriamo l’iperpiano 
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 e quindi y appartiene all’iperpiano. Di conseguenza l’iperpiano è convesso. (
Analogamente si dimostra che un semispazio definito da 
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 è un insieme convesso. In generale si può affermare che:

· un’equazione lineare definisce un iperpiano, che è un insieme convesso;

· una disequazione lineare definisce un semispazio, che è un insieme convesso;

· l’insieme definito da un sistema di equazioni e disequazioni lineari (intersezione di insiemi convessi) è un insieme convesso.

La regione ammissibile, RA di un problema di PL è un insieme convesso (intersezione non vuota e limitata di insiemi convessi) e chiuso i cui punti di frontiera appartengono ad iperpiani, dette facce.

Nel caso in cui RA sia anche limitata, allora tale insieme si chiama poliedro.
Un vertice ( o punto estremo)  di un poliedro è un punto che non si può ottenere come combinazione lineare convessa di vettori dell'insieme. Infatti vale la seguente

Definizione:  
Sia 
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I vertici sono i punti in cui si intersecano n o più iperpiani (facce).

Un vertice di C è un punto di frontiera dell’insieme, ma non tutti i punti di frontiera sono vertici. Ancora, ogni punto di un insieme convesso limitato può essere espresso coma combinazione lineare convessa dei vertici. 

Gli spigoli sono i segmenti che uniscono due vertici, si ottengono intersecando n-1 iperpiani/facce

Due vertici sono adiacenti se il segmento che li unisce è uno spigolo del poliedro

Ogni punto di un poliedro convesso ( e limitato) può essere espresso come combinazione lineare convessa dei vertici del poliedro.

OSS. Un sistema di k disuguaglianze in n variabili da luogo ad un poliedro con 
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 vertici.  E’ un numero finito ma può essere molto grande!


[image: image74]
Esempio

 Si trovino i vertici del poliedro convesso costituito dai punti che verificano le disuguaglianze:
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Soluzione:

I vertici del poliedro si trovano in corrispondenza dell'intersezione (se non è vuota) di almeno n=3 piani delimitanti. Tali piani sono:
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Ci sono 10 possibili intersezioni di 5 piani a gruppi di 3 alla volta, infatti
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anche se alcune intersezioni possono coincidere o non esistere, come 
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 o essere esterne al poliedro, come 
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Le altre intersezioni sono
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Risoluzione grafica di un problema PL in due variabili.

Allo scopo di illustrare alcune caratteristiche dei problemi di PL, in particolare gli aspetti geometrici e la tecnica risolutiva comunemente usata, cioè la tecnica del simplesso, si studierà in questo paragrafo un semplice esempio numerico che può essere considerato un caso (didattico) di problema speculativo di produzione.

Si supponga un’azienda possa produrre due tipi di articoli: biciclette da corsa e biciclette sportive. 

Queste comportano un guadagno unitario per l’azienda, rispettivamente di 8 e 10 unità.  

Si abbiano poi i seguenti dati tecnici di produzione: 

· per produrre una bicicletta da corsa occorrono 10 ore di officina stampaggio, 5 di montaggio e 4 per le verniciature; 

· per una bicicletta sportiva occorrono 5 ore di stampaggio, 6 ore di montaggio e 10 per le verniciature;  

· i reparti di stampaggio, montaggio e verniciatura dispongono rispettivamente di 200, 121 e 180 ore macchina mensili.  

Occorre decidere quante biciclette produrre di ciascun tipo nel periodo di riferimento per massimizzare il guadagno. Si suppone nel modello che qualunque numero di biciclette dei due tipi sarà in ogni caso vendibile sul mercato e che eventuali soluzioni frazionarie indichino in realtà il numero medio di prodotti da fabbricare per unità di tempo lavorativo, cioè in un mese (in caso contrario, se si vogliono ottenere soluzioni intere, il modello di PL non è adeguato, e si dovrà ricorrere, appunto, alla Programmazione Intera).

I dati possono essere raccolti nella seguente tabella:

	
	Biciclette da corsa
	Biciclette sportive
	Ore complessive disponibili

	Guadagni unitari
	8
	10
	

	Ore di stampaggio
	10
	5
	200

	Ore di montaggio
	5
	6
	121

	Ore di verniciatura
	4
	10
	180


Indicando con x la quantità da produrre di biciclette da corsa e con y quella delle biciclette sportive, si può impostare il seguente problema:
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Il problema può essere affrontato per via grafica, tracciando innanzitutto su un piano cartesiano Oxy le rette


[image: image89.wmf]180

10

4

  

,

121

6

5

  

,

200

5

10

=

+

=

+

=

+

y

x

y

x

y

x

.

I vincoli individuano, insieme con gli assi coordinati, la regione ammissibile RA: si tratta di un pentagono irregolare avente come vertici l’origine O(0, 0), i punti A(20, 0) e B(17, 6), C(5, 16) e D(0, 18). Si tratta allora di individuare quel punto (o quei punti) della regione ammissibile in corrispondenza del quale si ha il valore massimo per la funzione obiettivo.


A tale scopo si considerino la funzione z = 8 x + 10 y e l’equazione 
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che, fissato il valore di k, rappresenta una retta e precisamente la retta contenente tutte le combinazioni di prodotti x e y che danno lo stesso guadagno k. Variando k si ottengono rette tra di loro parallele dette rette di livello. Di queste interessa quella che, avendo il valore di k più elevato, ha intersezione non vuota con la regione ammissibile. Nel nostro caso si tratta della retta tratteggiata la quale ha in comune con la regione ammissibile solo il punto C, in corrispondenza del quale il valore della funzione obiettivo risulta  z* = 200.

Come verifica, si può procedere al calcolo della funzione obiettivo negli altri vertici del pentagono (si ottengono sempre valori inferiori a z*).

Si osservi che la soluzione ottima cade su un vertice della regione ammissibile. Questo è un risultato generale: la soluzione ottima di un problema PL può stare su un vertice della regione ammissibile oppure su uno spigolo; essa non può stare all’interno della Regione Ammissibile. 

È il caso di osservare che la soluzione che si ottiene in questo caso ha coordinate intere e quindi risulta economicamente significativa. Tuttavia in generale può succedere che l’istanza che si va a risolvere abbia soluzione ottima a coordinate non intere: se da un lato può apparire privo di significato, trattandosi della produzione di biciclette, d’altra parte è egualmente accettabile: essendo la soluzione formata da numeri razionali, cambiando il periodo di riferimento, è possibile farli diventare interi, riferendoli ad un arco di tempo adeguato. In ogni caso il dato è indicativo della politica ottima, almeno con una certa approssimazione.

In effetti, la risoluzione del problema appena proposto, con l’ulteriore requisito che la soluzione sia costituita da componenti intere, rende il problema stesso molto più difficile, con un vantaggio pratico discutibile.
Esempio (RA limitata - soluzione unica)

max z = 2x1-4x2
s.a.

- 3x1 - 5x2  ≤ - 15

4x1 + 9x2 ≤ 36
x1, x2 ( 0

Esempio (RA limitata - infinite soluzioni)

min z = - 2x1 - x2/2

s.a.

- 6x1 - 5x2  ( -30

- 4x1 - x2 ( -12

x1, x2 ( 0

Esempio (RA illimitata - soluzione unica)

min z = 2x1 - 3x2

s.a.

- x1 + x2 ≤ 0

x2 ≤ 5

x1, x2 ( 0

Esempio (RA illimitata - funzione obiettivo illimitata)

max z = 3x1 + 2x2
s.a.
- 3x1 + 2x2 ≤ 6

- x1 + x2 ≤ 4

x1, x2 ( 0

Forma di Gauss Jordan

Consideriamo un modello PL in forma standard e supponiamo che i coefficienti delle singole equazioni che costituiscono i vincoli siano linearmente indipendenti, cioè che non vi sono vincoli ridondanti, combinazione di altri vincoli. Se vi fossero vincoli di questo tipo, sarebbe di notevole interesse eliminarli. D’altra parte è anche comprensibile che in un problema reale dove i vincoli possono sorgere da più settori di un’azienda o di un sistema qualsiasi, e formulati quindi da persone differenti, non appare strano che da fonti diverse vengano segnalazioni di vincoli tra loro dipendenti (se non dello stesso vincolo, più volte). Pertanto l’ipotesi semplifica la trattazione teorica ma apre un altro capitolo che è quello della costruzione di problemi senza ridondanze. 

Si consideri il sistema 
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con m equazioni e n incognite (m<n), privo di equazioni rindondanti. In tali ipotesi il sistema può essere scritto in forma di Gauss Jordan, cioè in modo che m variabili compaiono con coefficiente unitario in m equazioni diverse.

Per ridurre un sistema a forma di Gauss-Jordan è opportuno sfruttare il concetto di sistema equivalente. 

Def.:
Due sistemi di equazioni lineari si dicono equivalenti quando hanno le stesse soluzioni.

Un sistema di m equazioni in n incognite può essere trasformato in uno ad esso equivalente:

· scambiando tra loro due equazioni,

· moltiplicando coefficienti e termine noto di una equazione per uno scalare k(0,

· sostituendo ad una equazione la somma della stessa e di un’altra anche se moltiplicata per uno scalare non nullo.

La tecnica che descriveremo (tecnica del pivot o di Gauss-Jordan) sfrutta i principi enunciati per trasformare un sistema di equazioni lineari in un sistema in forma di Gauss-Jordan ad esso equivalente.

Fase 1
Scegliere un coefficiente ars (pivot) diverso da zero nella r-esima equazione e in corrispondenza della s-esima variabile.

Fase 2
Sostituire l’equazione r-esima, Er, con Er’= Er/ars;

Fase 3
Sostituire ogni altra equazione del sistema, Ei, con Ei’= Ei - ais Er’ = Ei - Er ais/ars.

Esempio

Consideriamo il sistema
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e trasformiamolo in forma di Gauss-Jordan rispetto alle variabili x1, x2, x3. È possibile perché le prime tre colonne della matrice A sono linearmente indipendenti.

Scegliamo a11, dividiamo tutti i coefficienti di E1 per a11 e modifichiamo opportunamente anche le altre due equazioni:
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Scegliamo a22, dividiamo tutti i coefficienti di E2 per a22 e modifichiamo opportunamente anche le altre due equazioni:


[image: image94.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

-

=

-

-

=

-

=

-

-

-

=

=

+

+

)

'

'

'

'

'

(

         

24

24

8

 

          

)

'

/

'

'

'

(

         

11

13

4

      

)

'

'

'

'

'

'

(

 

          

17

16

5

        

2

32

3

3

4

3

22

2

2

4

3

2

2

12

1

1

4

3

1

E

a

E

E

x

x

a

E

E

x

x

x

E

a

E

E

x

x

x


Scegliamo a33, dividiamo tutti i coefficienti di E3 per a33 e modifichiamo opportunamente anche le altre due equazioni:
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Si ottiene finalmente un sistema in forma di Gauss-Jordan.

Soluzioni di base

Dal sistema scritto in forma di Gauss Jordan è possibile ricavare in modo immediato una soluzione di base, cioè una soluzione in cui le m incognite/variabili che compaiono con coefficienti unitario in m equazioni distinte assumono il valore del corrispondente termine noto e le altre n-m assumono valore nullo. 

Per il sistema sopra analizzato si ha che ammette soluzione di base x1=2, x2=1,  x3=3,  x4=0.

Se le componenti non nulle di una soluzione di base sono non negative allora la soluzione si dice soluzione ammissibile di base. Se tra le componenti in base ve ne sono di nulle, allora la soluzione di base viene detta degenere; se invece le componenti in base sono tutte non nulle, allora la soluzione di base viene detta non degenere.




In generale, per un sistema 
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e nelle ipotesi fatte all’inizio di questo paragrafo, le soluzioni di base sono, al più, tante quante le combinazioni delle n colonne, prese a m a m: 
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In un problema PL la soluzione ottima va cercata tra le sole soluzioni di base ammissibili. Il numero di queste non è definibile in generale, ma si tratta in ogni caso di un valore inferiore a 
[image: image98.wmf]÷
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, se n è il numero delle variabili e m è il numero dei vincoli.  

NB: Sono tante quanti i vertici della RA.

Teorema fondamentale della Programmazione Lineare

Teorema: 
Dato il problema PL in forma standard,
a) se esistono soluzioni ammissibili  per PL esistono anche soluzioni ammissibili di base; 

b) se esistono soluzioni ottime, esistono anche soluzioni ottime di base.
Un’utile interpretazione del teorema fondamentale può essere ottenuta considerando le sue due tesi in ordine inverso: la seconda stabilisce che la soluzione ottima può essere ricercata limitando lo studio alle soluzioni di base e questo riduce l’analisi ad un numero finito di alternative (a priori le possibilità costituite dalla Regione Ammissibile sono infinite) e precisamente 
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, se n è il numero delle variabili e m è il numero dei vincoli. La prima parte del teorema risolve a questo punto un problema di esistenza, perché una volta stabilito che la soluzione ottima è anche di base è ragionevole chiedersi che cosa garantisce l’esistenza di soluzioni di base: la prima tesi dice in effetti che queste soluzioni di base ci sono purché la Regione Ammissibile risulti non vuota.

Interpretazione geometrica del teorema fondamentale della PL

In un PL in forma standard, sia RA la regione ammissibile. Le soluzioni ammissibili di base corrispondono ai vertici della regione ammissibile.

Alcuni risultati interessanti

Vediamo alcune proposizioni che sono un’immediata conseguenza dei teoremi precedenti.

Prop. 1: 
Se 
[image: image100.wmf]Æ
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, allora PL ha almeno una soluzione ottima.
Dim.:  Se 
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, allora esiste una soluzione ammissibile per PL. Per il teorema fondamentale della PL, esiste una soluzione ammissibile di base per PL. Per il teorema precedente esiste allora anche una soluzione ottima. ■

Prop. 2: 
Se un problema PL ha soluzione ottima finita, allora esiste una soluzione ottima finita che coincide con un vertice della RA.
Dim.: Ovvio, per il teorema fondamentale della PL. ■
Prop. 3:  La RA di un problema PL ammette un numero finito di punti estremi.
Dim.: Ovvio, perchè le soluzioni ammissibili di base sono in numero finito.■
Prop. 4:  
Se RA è limitata, essa è un insieme convesso e ogni suo punto può essere espresso come combinazione lineare convessa di punti estremi.
Dim.: Ovvio.■
Prop. 5:  
Se RA è limitata, allora la funzione obiettivo raggiunge il suo minimo (massimo) in corrispondenza di uno dei vertici.
Dim.:  Per la Prop. 4, 
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 si può scrivere come combinazione lineare convessa dei punti estremi di RA. Siano essi 
[image: image103.wmf]k

x

x

x

,...,

,

2

1

. Allora 


[image: image104.wmf]k

k

x

x

x

x

a

a

a

+

+

+

=

...

2

2

1

1

,   
[image: image105.wmf]1

...

2

1

=

+

+

+

k

a

a

a

,  
[image: image106.wmf]0

³

i

a

,  
[image: image107.wmf]k

i

,...,

1

=

.

Perciò


[image: image108.wmf]}

 

{

max

  

  

 

  

  

}

 

{

min

,...,

1

)

1

(

,...,

1

i

k

i

i

k

i

x

c

x

c

x

c

=

=

£

£

,

infatti, per (1):
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Di conseguenza, il valore della funzione obiettivo in x, c x, non può risultare strettamente minore (maggiore) di tutti i valori che la funzione obiettivo assume nei vertici.■
In seguito riportiamo altri risultati.

Prop. 6:  Se due distinte basi corrispondono alla stessa soluzione ammissibile di base x, allora x è degenere.
Prop. 7:   Sia P il poliedro che rappresenta la regione ammissibile di un problema PL;  sia P limitato. Se q vertici di P sono ottimi, allora le loro combinazioni lineari convesse sono ottime.

In altre parole se due vertici sono punti di ottimo, allora tutti i punti dello spigolo che li congiunge sono punti di ottimo. Si hanno in questo caso infinite soluzioni ottime.
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