Teoria de1 Grafi
Parte 1

Alberto Caprara
DEIS - Universita di1 Bologna

acaprara(@deis.unibo.it




Teoria de1 Grafi

« Paradigma di rappresentazione di problemi
* Grafo G : coppia (V,E)

I = 1nsieme d1 vertici 5 5

E = insieme di lat1 (o archi, 4) 5 O

e Consente di modellare “naturalmente”
e problemui di scelta di percorsi

« problemi di connessione di punti mediante reti




Esempio: rete stradale

e Nodi: incroci

» Archi: tratt1 di strada (orientati € non orientati)




Esempio 2: relazioni




Esempio 3: Coloring

« Data una mappa, determinare il minimo numero di
color1 necessario affinche regioni adiacenti
abbiano color1 diversi




Graf1 multiphi e semplici

e Grafi multipli: piu lati tra due vertici

o0

semplici: solo un lato tra due vertici

® ®
Considereremo solo grafi semplici

> >

grafo semplice equiv. (1 lato ed 1 vertice in piu)




Grafl non orientat1 (simmetrici)

« G=(V,E) [(VTEn [E(=m
« Vertici V={v,,...,v,}
« Lati E={e;,...,e,}

e,=(v; ,v;) =(v; ,v;) coppie di vertici

V={v,,v,,v;,v,}
E={e;,e,,e;,e,,es5}

@ ={(v; Vo), (v;,v3), ... }
A. Caprara @




Graf1 orientati (asimmetrici)

e G=V,A) WlkEn [ALE=m

« Vertici V={v,,...,v}

e Archi A={a,,...,a,}
a,=(v; ,v;)#(v; ,v;) coppie ordinate
v; coda (tail), v; testa (head)

V={v,,v,,v;,v,}

A={a,;,a,,a;,a,,a;,a}

={...(v;,v), (v,,v)), ... }




Sommario

Grafi non orientati

(stmmetrici)
* G=(VE)
o« V={v,,...,v }
. E—{e], ey}

(V,,,) v »vi)

D—T)

(Grafi orientati

(asimmetrici)
* G=(VA4)
o« V={v,,...,v}
. A—{al, ., a,}

=i, ,)¢( Vi)

—{  A. Caprara



Terminologia

« Autoanelli: lati o archi (v, , v,)

X

* Grafo pesato (orientato € non):

ad ogni lato (arco) ¢ associato un peso (costo, ...)

S

c(v; , ) =cle)=cla)=c;=cy =35

A. Caprara Grafi.10



Terminologia (2)

* v; €V, sono adiacenti se (v; , v, )UE ([0A4)

 due lati sono adiacenti (o consecutivi) se hanno un
vertice comune

* due archi sono adiacenti (o consecutivi) se la testa
del primo coincide con la coda del secondo

(Dl




Graf1 non orientati

o Stardiv Fv)={v;:(v,v,)UE}

e Gradodiv d(v)=110 (v)U

[F(vy)={v;, v;}

(o ——
/\/ d(v,) =2
v\ v r(V3):{V]9V29V4}
: &) d(v;) =3

A. Caprara Grafi.12




Grafti orientati

Forward star di v
Backward star di v
Semigrado esterno di v

Semigrado interno di v

(v)={v;:(v,v,)04}
) ={v,:(v;,v) U4 }
df(v)y=M0 * (v)U
d(v)y=[0 - (v)O

(v;) ={v,}
(v;)={v;, v, }
d'(v;)=1
d(v;)=2

Grafi.13



Sommario

Grafi non orientati (Grafi orientati

F(V)Z{vj:(v,vj)DE} . F+(v)={vj:(v,vj)DA}
() ={v,:(v;,v)UA4 }

« dv)=10 (v)U e d'(v)=10 *(v)U

s d()=10 - WO




Terminologia (3)

* G e completose v, vV, (v; , v, )LUE (LA )

(con/senza autoanelh)

N

» Grafo parziale G’=(V,E’)con E’LU E
* Sottografo G'=(V’,E")ycon VUV, E'LJE

P P

A- Graﬁ 15

19]




Grafl non orientati
« Dato § L1V, taglio (cut) associato ad S:

o(S) =1(v;, v;) : LS n{v;, v }=1}

S={v;, vy, vs}

O(S) ={(v,,v5), (v5,v4), (v;,v3)}

A. Caprara Grafi.16



Grafti orientati

« Dato § [V, taglio orientato associato ad S
0"(S)={(v;,v;):v;0S, v,0IS}
0 (S)={(v;,v,):v,US§ VJDS}
0°(S) =0 (V\S)
* Archiinterni  o(S)={(v;,v;):v;0§ v,IS}

S={v;,v} oS ={(;,v,)}
0"(S) ={(v;,vy)}
. 0°(S) ={(v;,vy), (v3,v))}




Sommario

Grafi non orientati (Grafi orientati

o(S) ={(v;, v ):L8 n {v;, v;}=1} 0°(S) ={(v;,v;):v;US, v;US}
O(S) ={(v;,v,):v;US v;IS}
0" (S)=&(V\S)

o(S) ={(v;,v;):v;0S v;0IS§}




Terminologia (4)

e Cammino (path):

sequenza di lati (archi) consecutivi

(i ——C——C—(

10,9, (v 00, (Vv D)

» Ciclo o circuito (cycle): cammino con v, = v,
« semplice: senza ripetizione di vertici
 clementare: senza ripetizione di archi

semplice = elementare




Terminologia (5)

e (@QGrafo aciclico: non contiene cicli

* In un grafo orientato una catena ¢ una sequenza di
archi con 1n comune la testa e la coda (non
necessariamente consecutivi)

(o (o

* Grafo connesso: U v;, v; LIV Llcammino da v; a v,

(7 non orientato:

(GG non connesso < costituito da componenti connesse separate




Cammini euleriani

e Un cammino o ciclo elementare € euleriano se
visita tutti 1 lati

Teorema di Eulero:

G ammette un ciclo euleriano < d(v) par1 L v UV




Cammini hamiltoniani

e Un cammino o ciclo semplice ¢ hamiltoniano se
visita tutti 1 vertici del grafo

Condizioni necessarie per 1’esistenza di un c¢. hamiltoniano

G connesso con d(v)=2 vV e t.c.ld (S)E 2 USUV




Memorizzazione di grafi

Grafi densi (m = n?)

Non pesati Pesati
matrice di adiacenza matrice dei pesi
[a;] (n % n) [c;] (n X n)
= 1 S€ (Vi > V-) LA (DE) = ¢ (Viavj) SC€ (Viavj)A (DE)
a; o Cij e
0 altrimenti 00 altrimenti

la;;], [c;] simmetriche per grati non orientati




_—0 O O

SO O =

Esempio

oo 103122 |
oo 00 ]2 oo

oo o0 oo 9

6 00 00

Grafi.24



* Meglio memorizzare solo gli archi esistenti

Memorizzazione di grafi

Grafi sparsi (m << n?)

f'=1 1 1 2 4
u'= 2 3 4 3 1
¢'= 10312212 9 6

Grafi.25



Memorizzazione di grafi sparsi

10

31

22

12

g

g

Grafi.26



Memorizzazione di grafi sparsi

Non pesati Pesati
forward star forward star +vettore c(m)
c,= peso dell’arco

evettore p(n+1) di puntatori: L.
p(ntl)dip individuato da u,

plzla pn—i—] :m+1

evettore u(m):

. indici ici
(upl_, Uy ;) Indici vertic

v : Ularco (v;,v)




Foreste ed alberi

Dato un grafo non orientato G=(V,E)

* Albero (tree):
sottografo connesso aciclico G=(V",E")

~ Hdresta; DFrabindrzianosdciie sdo-cgmarino

A. Caprara Grafi.28



Foreste ed alberi

* Foresta massimale:
ogni arco in E | E’ chiude un ciclo con £’

* Albero ricoprente (Spanning Tree, ST ):
foresta massimale connessa




Foreste ed alberi
* Albero ricoprente (Spanning Tree, ST ):

 foresta massimale connessa
 Grafo parziale connesso aciclico G'=(V,E")
* Uv;, v,V Um G uno ed un solo cammino

e ¢ connesso e contiene LIV Fl=n -1 lati




Problema del piu corto ST
Shortest ST, SST

« Dato G=(V,E) pesato e connesso, trovare lo ST
G '=(V,E’) tale che 1l costo 2 ;- c(e) sia minimo

Applicazioni:
 combinare 1 terminali di un circuito elettrico con minima
lunghezza di filo (per ridurre effetti parassiti)

 collegare citta mediante condutture a costo minimo senza
punti di giunzione esterni

* sottoproblema di altri problemi piu complessi




Modello di PLI di SST

. __J 1 see;¢nell’albero
c; = peso del lato e, X = i
J J J 0 altrimenti
min Zj—l,m CiX;
Zj—l,m x; =n —1
x; L{0,1}

2., 55<|S|—10SOV,8#0

J

Subtour elimination constraints: O(2")

Grafi.32



Teorema di Prim (1957)

Dati1 G = (V,E)

ed un albero parziale (W.E’), WLV, E°L1 E,
sia (u",v") il piu corto (u,v): uOW, vLIV\W.
Fra tutt1 gli ST di G che contengono £’ ne esiste uno
ottimo che contiene anche (u",v").

/ * \ \ .
Q i u )F—@ Se (W,E’ ) ¢ ottimo,
\ d )

Wl vHLEB )y
@ )}) ¢ ottimo

A. Caprara Grafi.33



Dimostrazione Teorema di Prim

Sia ST™ il piu corto ST contenente E,
si supponga, per assurdo, che non contenga (u",v").

In ST deve esistere un cammino tra u™ e v,
che conterra un lato (u,v), con ul1W, vV \W.

Rimuovendo (u,v) = due alber1 parziali,
aggiungendo (u™,v") — ST piu corto di ST"

4 N
- v : / :

A. Caprara Grafi1.34




Algoritmo di Prim (I versione)

» parti con uno ST ottimo costituito dal vertice v,
W.={v,}; E’ =1,
e finche non s1 ha uno ST completo (LW L= n):

 determina (1", v"), lato a costo minimo che
collega un vertice dello ST con un vertice non
ancora raggiunto
e aggiungi il lato (1™, v") allo ST
wW=wi@ v'}; EE=E{ W ,v")}

A. Caprara Grafi.35



Algoritmo di Prim (I versione)

begin
w.={v,}; E’=1U;
while LIV 1< n do
begin

e n-1 1terazioni

. * ®Y L
determina (v, v ) )  [] iterazione numero

wW=w§Rg v}, operazioni [ a CE[]
E=EQ @)  tempo O(r)
end

end.




Algoritmo di Prim (I versione)

(u",v")=min {(u,v): udW, vVOOV\W }.

s W= 1{v,, vy}

¢ V¥ =y,

Basta verificare se v,

€pluvicinoav, o vs

A. Caprara Grafi.37



Algoritmo di Prim (II versione)

e b(v) vertice di Wpiu vicinoav UV \ W
Procedure SST Prim
begin
w={v,}; £ :=1;
for each vIV'\{v,;} do b(v):=v,;
while |/7|<n do begin
viOV\W: ¢(v*,b(v*")) =min g, {c(v, b(V))};

e n-1 1terazioni

e []1iterazione

We=wi v} E=ETR (0007) 1 numero operaz.
for each vl VV'\IW do Oa0V\ wi
if c(v, v") <c(v,b(v)) then b(v):=v"; e tempo O(n?)
end

end.




Esempio

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min 4, {c(v,r) };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {c(v, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (v,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):= v";

end
end.




Inizializzazione insiemi

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

« W={v;}
e EF’'=1[]

———{  A.Caprara ) Grafi.40



Inizializzazione etichette

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |W|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

« W={v;}
e EF’'=1[]

———{  A.Caprara ) Grafi.41




Selezione del vertice (1)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

« W={v;}
e EF’'=1[]




Aggiornamento msiemi (1)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

« W={v;,vs}
« E'={(vyv)}

———{  A.Caprara ) Grafi.43




Aggiornamento etichette (1)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

« W={v;,vs}
« E'={(vyv)}

———{  A.Caprara ) Grafi.44




Selezione del vertice (2)

Procedure SST Prim

begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";
end
end.

« W={v;,vs}
« E'={(vyv)}




Aggiornamento msiemi (2)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

« W={v,,vs,v,}
* E'={(vsv)), (vpvs5)}

———{  A.Caprara ) Grafi.46




Aggiornamento etichette (2)

Procedure SST Prim

begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";
end
end.

« W={v,,vs,v,}
* E'={(vsv)), (vpvs5)}

—+{ A Caprara ) Grafi.47



Selezione del vertice (3)

Procedure SST Prim

begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";
end
end.

« W={v,,vs,v,}
* E'={(vsv)), (vpvs5)}

———{  A.Caprara ) Grafi.48



Aggiornamento msiemi (3)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

o« W={v,,vs,v,,v;}

« E'={(vsv)), (v,v5),
(v, v}

———{  A.Caprara ) Grafi.49




Aggiornamento etichette (3)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

o« W={v,,vs,v,,v;}

« E'={(vsv)), (v,v5),
(v, v}




Selezione del vertice (4)

Procedure SST Prim

begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";
end
end.

o« W={v,,vs,v,,v;}

« E'={(vsv)), (v,v5),
(v, v}




Aggiornamento 1siemi (4)

Procedure SST Prim
begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";

end
end.

o« W={v,,vs,v,,v;,v,}

« E'={(vsv)), (v,v5),
(v3vy), (vo,vs)}




Soluzione

Procedure SST Prim

begin
w={v,}; E:=0;
comment b(v) = verticeOW: c(v,b(v))=min -, {c(v,") };
for each vOV' \{v,} do b(v):=v,;
while |I7|<n do begin
VOV \W: ¢(v* ,b(v")) =min ., {cv, b(v) };
We=wg v'}; E'=E'§ (vV,007)};
for each v '\ do
if c(v, v*) < c(v,b(v)) then b(v):=v";
end
end.

W={v,,vs,v,,v;,v,}

E"={(vs,v)), (v4,V5),
(v3,vy), (v3,v5)}

e costo: 19




Esempio

V; V, V3 V, Vs

—+{ A Caprara ) Grafi.54



[terazione 1

A. Caprara Grafi.55



[terazione 2
w={1,2}

V; V, V3 V, Vs

b(v),. 1 1 1 1
cv, )| . 3 5 10 o

b(v) 1
c(v, b(v)) 3

A. Caprara Graﬁ 56



[terazione 3
w={1,23}

V; V, V3 V, Vs

| 1 1 1 2
v, by 3 510 7

V; V, V3 V, Vs

1

po)| 1 1 3
v b 3 59

Graﬁ 57



Iterazione 4
w={1,2,3,5}
V] V2 V3 V4 V5

b(v) 1 1 3 3
c(v, b(v)) 3 5 90 1

V; V, V3 V, Vs

b(v) 1 1 5 3
c(v, b(v)) 3 5 1

1

Graﬁ 58



[terazione 5

w={1,2,3,54}

V; V, V3 V, Vs

b(v) 1 1 5 3
c(v, b(v)) 3 5 1 1

Costo= 10

Grafi.59



Algoritmo di1 Kruskal (1956)

* ordina E per costi non decrescenti;

e in1zializza una soluzione vuota (£’ := L1;)

e finche non s1 ha uno ST completo (LIE'[=n - 1):
» considera 1l prossimo lato (e;) nell’ordine

* se ¢ assieme agli archi di £ non chiude un
circuito allora inseriscilo 1n soluzione

(E"=E"[ ej})
e altrimenti scartalo




Algoritmo di1 Kruskal (1956)

Algoritmo di tipo greedy (le scelte sono basate su un criterio
locale e non sono riconsiderate successivamente)
begin

E’=1;

ordina £ per costi non decrescenti;

repeat
individua il lato (e;) di costo minimo; £ :=E\{ ¢; };
if £l e} non ha circuiti then E”:=E" [ e¢};

until LE’[=n - I;

end.
Complessita: O(m log m)




Esempio

e; c(ej)
(v3vs) | 1
(Vyvs) | 1
(vpvy) | 3
(vi,vs) | S
(vpvs) | 7
(v3vy) | 9
(vpvy | 10
(vovy) | 13




[terazione 1

e; c(ej)

(v3vs) | 1 (V3vs5) « 1
(Vyvs) | 1

(vpvy) | 3

(vi,vs) | S

(vpvs) | 7

(v3vy) | 9

(vpvy | 10

(vovy) | 13




[terazione 2

(V3 vs)

(Vypvs) « 2

(V4 Vs)
(v, v2)
(v, v3)
(V5,V5)
(V3 vy)
(vpvy | 10
(vovy) | 13

O J ODhn W =—




[terazione 3

e; c(ej)
(V3 Vs)
(V4 Vs)
(vpvy) | 3 (vpvy) < 3
(vi,vs) | S
(vpvs) | 7
(v3vy) | 9
(vpvy | 10
(vovy) | 13




[terazione 4

e; c(ej)
(V3 Vs)
(V4 Vs)
(v, v2)
(vi,vs) | S (vy,v3) < n-1
(V5,V5)
(v3vy) | 9
(vpvy | 10
(vovy) | 13
Costo= 10




Esempio: variante

e; c(ej)
(v3vs) | 1
(Vyvs) | 1
(vpvy) | 3
(V3vy) | 5
(vpvs) | 7
(vivs) | 9
(vpvy | 10
(vovy) | 13




[terazione 1

e; c(ej)

(v3vs) | 1 (V3vs5) « 1
(Vyvs) | 1

(vpvy) | 3

(V3vy) | 5

(vpvs) | 7

(vivs) | 9

(vpvy | 10

(vovy) | 13




[terazione 2

(V3 vs)

(Vypvs) « 2

(V4 Vs)
(v, v2)
(V3v))
(V5,V5)
(v, v3)
(vpvy | 10
(vovy) | 13

O J ODnh W =—




[terazione 3

e; c(ej)
(V3 Vs)
(V4 Vs)
(vpvy) | 3 (vpvy) < 3
(V3vy) | 5
(vpvs) | 7
(vivs) | 9
(vpvy | 10
(vovy) | 13




[terazione 4

J J
(V3 Vs)
(V4 Vs)
(v, v2)
(V3vy) | 5 (v3v,) NO
(V5,V5)
(vivs) | 9
(vpvy | 10
(vyvy) | 13
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[terazione 5

e; c(ej)
(V5 V5)
(VyVs)
(Vi)
(vvs) | 7 (v, vs5) « n-1
(vpv3) | 9
(vipvy | 10
(vovy) | 13
Costo= 12




Contronto Prim-Kruskal

* Complessita
e Prim : O(n?)
* Kruskal : O(m log m)

 Per grafi densi m [/n?
= meglio Prim O(n?) < O(n? log n)
* Per grafi sparsi m << n?
= meglio Kruskal O(n log n) < O(n?)
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Cammini

* Ricerca di cammini su grafo:

« verifica esistenza di un percorso da un vertice ad un
altro (uscita da un labirinto)

* ricerca del percorso (di costo minimo) tra due localita
in un grafo (pesato) rappresentante una rete stradale

* Considereremo grafi orientati:
—  maggiore generalita

(gl algoritmi presentati s1 adattano anche a1 grafi
non orientati)
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Esempio




Esempio
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Raggiungibilita

* Dato un grafo orientato G=(V,4) determinare
I’insieme R dei vertici raggiungibili da un vertice s

assegnato
s (g

R={v,v,,V,,Vs}




Raggiungibilita
Strutture dati
R 1insieme dei1 vertici raggiungibili da s

* pred(j)= vertice che precede j
in un cammino da s a j

sinotiche R ={j:pred(j)#0}

* (O =1nsieme dei1 vertici raggiungibili da s
e non ancora elaborati




Algoritmo CAMMINI

 parti dal vertice s e marca tutti 1 vertici
come non raggiunti

pred(j)=0(G=1, ..., n); R = L;

e poniQ:={s}
(insieme de1 verticl raggiunti € non esaminati)

e per ogni vertice 2 di1 Q :

* marca come raggiunti tutti 1 vertici j collegati
ad 4 (jIT (A7) ) e non raggiunti (pred( j) = 0)

* 1nserisci tali vertici in QO
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Algoritmo CAMMINI

begin

for j:=1 to n do pred(j) :=0;
pred(s) =s; 0 ={s};R:=01;
while O # [l do  { vertice raggiungibile 4[1Q }

scegli vertice hLJO; O :=0\{ h };

for each jlII "(2) do

if pred( j) = 0 then
pred(j) =h; Q=0 jLR=RU j}

end

end. Complessita: O(m)




Esempio

procedure CAMMINI
begin
for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do
scegli vertice h0Q; 0 =0 \{ h};
for each j{IT *(h) do
if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.




Inizializzazione etichette

—{  A. Caprara

procedure CAMMINI

begin
for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do
if pred(j) = 0 then

pred(j) =k Q=0H jhER=RU j}

end
end.
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Inizializzazione insiemi

[ 1 ] [O] procedure CAMMINI
begin

for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do

if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.




Selezione vertice (1)

[ 1 ] [O] procedure CAMMINI
begin

for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do

if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.

° Q — D
e R=0
[0] [0] « (v ={v,, V4}




Aggiornamento (1)

[ 1 ] [ 1 ] procedure CAMMINI
begin

for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do

if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.

* Q:{V2>V4}
* R={v,, v}

[1] [0] « [*(v)={v,,v,}




Selezione vertice (2)

[ 1 ] [ 1 ] procedure CAMMINI
begin

for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do

if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.

« O0={ v}
* R={v,,v,}

* (v ={vs}




Aggiornamento (2)

[ 1 ] [ 1 ] procedure CAMMINI
begin

for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do

if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.

« O0={v,,vs}

* R={v,,v,,vs}
¢ T ={ vs)




Selezione vertice (3)

procedure CAMMINI
begin
for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do
scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };
for each j{IT *(h) do
if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.

« O0={vs}

* R={v,,v,,vs}
¢ T ={ v}




Selezione vertice (4)

[ 1 ] [ 1 ] procedure CAMMINI
begin

for j:=1 to n do pred(j) =0;
pred(s) =s; 0 ={s};R=0;
while O # [0 do

scegli vertice A0Q; Q =0\ { h };

for each j{IT *(h) do

if pred(j) = 0 then
pred(j)=h; Q=00 jhR=RY j}

end
end.

o Q:D
* R={v,,v,,vs}
« T(vs)={v;, v}




Soluzione

S =V,

R={v,,v,,vs}

V; non raggiunto




Problema del cammino minimo
Shortest Path Problem, SPP

* Dato un grafo orientato G=(V,4), pesato sugli
archi con costi1 Cjis © due vertici s,L1V, determinare
1l cammino semplice di costo minimo dal vertice s
al vertice ¢

S~
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Complessita SPP

Th.: Se 1 costi degli archi sono qualsiasi, SPP
¢ NP-hard

Dim.:

* Un cammino semplice da un vertice a se stesso ha al piu »
archi e se ne ha esattamente zn € un circuito hamiltoniano

e Determinare se G=(V,A4) possiede un circuito hamiltoniano
¢ NP-completo

* Dato un grafo G=(V,4) detinendo c; =—1 per ogni (i,j)L4,
se 11 cammino semplice di costo minimo da un qualunque

vertice v a se stesso ha costo -, tale cammino € un circuito
hamiltoniano




Casi particolari

Esistono casi in cui 1l problema ¢ polinomiale
* ¢; 20 perogni (i, /)LA4
Algoritmo di Dijkstra
complessita O(n?)— O(n log n)

* ¢; qualsiasi per ogni (7, j))LI4, ma non esistono
circuiti in G di costo negativo

Algoritmo di Floyd-Warshall

complessita O(n>)
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Proprieta SP (1)

* Se 1 costl possono essere negativi 1l cammino minimo
non ¢ necessariamente semplice ed elementare

» Se esiste un circuito a costo negativo il cammino
minimo lo percorre infinite volte
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Proprieta SP (2)

* Se 1 costi degli archi sono non negativi i1l cammino
di costo minimo ¢ semplice ed elementare




Concatenazione cammini

Propr.: Se 1l cammino minimo da v; a v, passa per Vi,
allora esso ¢ formato dal cammino minimo da v,
a v; concatenato al cammino minimo da v; a v,

Dim.:

* Se esistesse un cammino piu breve da v; a v; (o dav; avy)
esso verrebbe usato anche nel cammino minimo da v; a v,




Modello PLI di SPP

N. archi uscenti

N. archi entranti
'
1 sech=s

Z(h,j):Df+(h) Xnj — Z(i,h):m “m *in = V-1 seh=-t
L0 se h LIV \{s,t}

N. archi inST/kz(i,j):i,jDS xl-jS | S | -1 OS5 [O V,S# U

O<x;<1 1ntero (;/) L4




Vincoli subtour elimination

Z(i,j):i,jDS X S |S|-1 0SS0V, S#0

Se ¢; 2 0 1l cammino minimo ¢ semplice

— ridondanti
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Algoritmo di Dijkstra (1959)
Strutture dati

« W= insieme dei vertici raggiuntl in modo
permanente da s

e L(v)=  costo del cammino minimo da s a v
passante solo per jLIW

» pred(v) = vertice che precede v
nel cammino dasav
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Procedure DIJKSTRA

begin
W.={s};L(s):=0; pred(s) = 0;
for each vV \{ s} do
L) = c(s,v); pred(v) = s;

while | W|<n do

trova v: OV\W: L(v*) =min g, { L(V) }; * n-1 iterazioni
w=wH v'}; » [ 1terazione
for each v\ do Eu:lér;\o%az'
if L(v")+c(v', v) <L(v) then .+ tempo O(n?)
L(v) =L+ c(v', v); pred(v) =v7;
end
end.




Teorema

« Se L(v)=min g, { L(v)} il cammino minimo
dasav®eélungo L(v")
Dimostrazione

Dimostriamo che qualunque cammino P da s a v* € lungo
almeno L(v"):

* Se P passa solo per vertict di W, vero per definizione di L(D
 altrimenti sia /4 1l primo vertice L1/ che si incontra in P
P = cammino da s a /& (lungo almeno L(h) = L(v"))

+ cammino da 4 a v* di lunghezza = 0

Dimostrazione non valida se ci sono distanze negative




Esempio

procedure DIJKSTRA
begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.




Inizializzazione

procedure DIJKSTRA
begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,}




Inizializzazione etichette

procedure DIJKSTRA

[7 ,V]] begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do

L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do

trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };

w=wt v'};

for each v1V'\IV do

if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,}




Selezione vertice (1)

procedure DIJKSTRA
begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,;,vs}




Aggiornamento etichette (1)

procedure DIJKSTRA
[5,V5] [7,\/1] begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,;,vs}

[4,V]] [OO’VJ] [129V5]




Selezione vertice (2)

procedure DIJKSTRA
[5 ,V5] begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v;,vs,v,}




Aggiornamento etichette (2)

procedure DIJKSTRA
[5 ,V5] begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,vs,v}




Selezione vertice (3)

procedure DIJKSTRA
[5 ,V5] begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,,vs,v,,v,}




Aggiornamento etichette (3)

procedure DIJKSTRA
begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,,vs,v,,v,}




Selezione vertice (4)

procedure DIJKSTRA
begin
W:={s},;L(s) = 0; pred(s) = 0;
for each v(1V'\{ s} do
L(v) :==c(s,v); pred(v) :=s;
while |W|<n do
trova v'OV\W : L(v*) = min ;- { L(v) };
w=wt v'};
for each v1V'\IV do
if L(v") +c(v', v) <L(v) then
L(v) = L(v") + (v, v); pred(v) := V7,

end
end.

W={v,,vs,v,,v,,v, }




Soluzione

0
5
11
4
3

—{  A. Caprara
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Esempio

/4 L(v)
{1} (0, 8, o, 5, 4)
{1, 5} 0, 7, 10,5, 4)

1,5, 45 (0,7,9, 5, 4)
{1,5,4,2} (0,7, 8, 5, 4)
{1,5,4,2,3}/(0, 7, 8, 5, 4)




